
Aprendizaje en Variedades
para el Análisis Topológico de Datos

Ximena Fernández
V Encuentro de Jóvenes Topólogos
26 febrero 2021

Liverpool-Oxford-Swansea Centre for Topological Data Analysis

1



Objetivo

Inferir información de una variedad a
partir de una muestra de puntos.
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¿Cómo medir distancias?
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¿Cómo medir distancias intrínsecas?

Bernhard Riemann (1826-1866) Euclides (325 a.C.-265 a.C.)
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¿Cómo medir distancias intrínsecas?

Dados x , y dos puntos de un espacio topológico M.

γ : I ÑM tal que γp0q “ x , γp1q “ y

dMpx , yq “ infγplenpγqq
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Terraplanistas vs Globistas

Propiedad
Dado δ ą 0, Dε ą 0 tq si |x ´ y | ă ε

|x ´ y | ď dMpx , yq ď p1` δq|x ´ y |

Localmente, dM se puede aproximar por la distancia Euclídea.
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¿Cómo inferir distancias?



Aprendizaje de distancias
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ISOMAP

Dado ε ą 0, se construye el grafo Gε con:

• vértices: V “ Xn,

• aristas: E “ tpxi , xjq : |xi ´ xj | ă εu.

Se define el estimador

dXn,εpx , yq “ inf
γ

r
ÿ

i“0

|xi`1 ´ xi |

donde el ínfimo es sobre todos los caminos γ “ px , x1, . . . , , xr , yq con
pxi , xi`1q P E pGεq para todo 0 ď i ď r ´ 1.
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Distancia de ISOMAP

∗

∗Imagen: M. Bernstein, V. D. Silva, J. C. Langford, and J. B. Tenenbaum. Graph approximations to geodesics
on embedded manifolds, 2000.
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ISOMAP: Algoritmo

1. Calcular el grafo Gε (o Gkq.

2. Calcular la matriz de distancias.

3. Calcular el embedding.
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ISOMAP: Debilidades

†
†Imagen: B. Mahler. Contagion Dynamics for Manifold Learning, 2020.
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¿Cómo medir distancias
basadas en densidad?



Distancias basadas en densidad
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Distancias basadas en densidad
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Distancias basadas en densidad
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Distancia de Fermat

Sea M una variedad suave de dimensión d embebida en RD .

Sea f : MÑ Rą0 una función de densidad.

Dado p ą 1, se define la distancia deformada

df ,ppx , yq “ inf
γ

ż

I

1
f pγptqqpp´1q{d ||γ

1ptq||dt.

df ,p se llama la p-distancia de Fermat en analogía con el Principio de
Fermat en óptica.
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Aprendizaje de distancias basadas en densidad
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Distancia de Fermat muestral

Dado p ą 1, la distancia de Fermat muestral entre x , y se define por

dXn,ppx , yq “ inf
γ

r
ÿ

i“0

|xi`1 ´ xi |
p

donde el ínfimo es sobre todos los caminos γ “ px0, . . . , xr`1q con
x0 “ x , xr`1 “ y y tx1, x2, . . . , xru Ď Xn.
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Ejemplo
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Aplicaciones



Detección de anomalías en series temporales

Señal de electrocardiograma con un latido anómalo (arritmia).

‡

Diagrama de persistencia con distancia de Fermat p “ 2.

‡Datos de la base de datos Physionet, MIT Laboratorio de Fisiología Computacional. 21
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Gracias!
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